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Для исследования внутренней структуры 
кристаллического твердого тела методами рент-
геноструктурного анализа простых кривых ди-
фракционного отражения бывает недостаточно. 
Посему возникает необходимость в более ин-
формативных методах измерения, так называе-
мых двухмерных картах распределения интен-
сивности. Наиболее распространенный вид таких 
карт представляет собой совмещенное ω/2θ и ω 
сканирование - так называемые карты обратного 
пространства. Анализ полученных картин очень 
часто производиться просто эмпирическим ме-
тодом 

Для более качественного анализа необхо-
димо моделирование подобных карт распределе-
ния интенсивностей. Однако существующие на 
сегодня методы основаны либо на кинематиче-
ских моделях либо на не блещущих точностью 
уравнениях Такаги. Более развитая и точная 
плосковолновая динамическая теория имеет су-
щественное ограничение - отсутствие информа-
ции о направлении дифрагированного луча. 

В данной работе, наиболее точный на сего-
дняшний день алгоритм расчета дифракции [1] 
от слоистых структур [2], применен для построе-
ния карт обратного пространства. 

 
Некомпланарная многоволновая ди-

фракция рентгеновских лучей в слоистых 
структурах. 

В [1] разработан алгоритм расчета неком-
планарной многоволновой дифракции в парал-
лельной пластинке, в [2] данный подход расши-
рен на случай многослойной структуры. В дан-
ной работе предложен альтернативный [2] алго-
ритм расчета, схожий в ключевых моментах, од-
нако выведенный независимо, справедливый не 
только для полностью напряженной структуры и 
не содержащий некоторых ошибок при интер-
претации фазовых множителей. 

Основные свойства предложенного метода: 
• рассматриваются плоские волны; 
• уравнение распространения и граничные 

условия рашаются без упрощений; 
• любая геометрия (Брэгг, Лауэ, Брэгг-Лауэ); 
• 3D моделирование в обратном пространст-

ве и 1D в прямом 
• весь возможный угловой диапазон; 

• точный учет любой поляризации и инфор-
мация о поляризации вышедших лучей; 

• нет принципиальных ограничений на коли-
чество точек обратного пространства при-
нимающих участие в дифракции  

• все расчеты производятся для x,y,z компо-
нент волновых векторов, векторов дифрак-
ции и полей 
 
Решение дисперсионного уравнения. 
Уравнение распространения для векторов 

напряженности электрического поля в периоди-
ческой среде для N точек обратного пространст-
ва имеет вид: 
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где 
nhk

r
 - вектор дифракции соответствую-

щий вектору обратной решетки nh  (тут и далее 
все волновые вектора и вектора обратной решет-
ки поделены на длину волнового вектора в ва-
кууме K ), 

nhE
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 - соответствующая напряжен-

ность электрического поля, 
mn hh −χ  - Фурье ком-

поненты поляризуемости, рассчитываема напи-
санной в рамках данной работы программой с 
открытыми исходными кодами [3]. 

Для перехода к скалярным уравнениям 
представим все вектора в декартовых координа-
тах: 
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где nnn ZYX ,,  - координаты точек обрат-
ного пространства, а zyx ,,  - координаты начал 
волновых векторов. 

Тогда уравнение (1) примет вид (2): 
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где матрицы размера [N*N] }{ nmI δ= , 

}{ nnm xA ⋅= δ , }{ nnm yB ⋅= δ , }{ nnm ZC ⋅= δ , 
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}{
mn hhX −= χ , )( XIG += , nmδ  - символ 

Кронекера. Матрицы zyx EEE ,,  - вектор-
столбцы размером [1*N] напряженностей, типа: 
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Т - значит транспонированный. 
Введя два вектор-столбца: 

zxv AEEzICE −−= )(  и 

zyw BEEzICE −−= )(  
после преобразований сведем (2) к системе: 

44 EzEQ ⋅=⋅ , 
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где T
wvyx EEEEE ),,,(4 = , а матрица Q 

размером [4N*4N] равна: 
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Таким образом, первое уравнение в (3) яв-
ляется дисперсионным уравнением из которого 
можно найти вектора дифракции в среде, а в 
комбинации со вторым уравнением, еще и вол-
новые поля соответствующие всем дифрагиро-
ванным лучам (с точностью до неизвестного ко-
эффициента m

jc ). 
Однако для нахождения истинных значений 

амплитуд волн в слое необходимо применение 
граничных условий. 

 
Граничные условия: 
Граничные условия для электромагнитных 

волн в среде имеют вид: 
constEt = , constDn = , 

constHt = , constBn =  
(5) 

где n - нормальные компоненты, t - танген-
циальные. 

Для второго и третьего условия можно вос-
пользоваться тем фактом, что: 
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Четвертое соотношение при магнитной 

проницаемости среды μ=1 (что практически все-
гда справедливо для рентгеновских лучей[4]) 
сводиться к первому [1]. 

Запишем волну в кристалле: 
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где константа интегрирования nC , для не-
прерывности фазы между слоями, должна рав-

няться: tZrkC nnnn −= ⊥
rr

, t - толщина текущего 
слоя.  

На границе между слоем (m) и (m-1) усло-
вия (5) в матричном виде будут иметь вид: 
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где матрица )}exp({ mm
jijm tizF δ= ,  

}{ jijm cc ⋅= δ  и }*{ ,, yx
nj
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n EzE = . 

На верхней границе структуры, состоящей 
из М слоев (1 - верхний, М - подложка), условия 
(6) примут вид: 
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И на нижней границе: 
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В уравнениях (7) и (8) введены обозначе-
ния: zyxE ,,

0  - падающий на структуру луч, 
zyx

upE ,,  - матрица дифрагированных вверх (Брег) 

лучей, zyx
dwnE ,,  - матрица дифрагированных вниз 

(Лауэ) лучей, Mϕ  - фаза вышедшей из структу-

ры волны, })(1{ 22
nnniz yxK +−−= δ . 

Если из уравнений (7) и (8) исключить не-
известные дифрагированные волны, получим 4 
уравнения: 
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В более компактном виде (9) будет выгля-
деть так: 

xyz
u EKcS 01 2= , (10) 
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0=MMd cFS . 
Уравнения (6) можно представить в ком-

пактном виде (достаточно 4 уравнения из 5-ти): 

mmmmm cFScS =++ 11  (11) 

где матрицы mS  можно выбрать, напри-
мер, так:  
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Последовательно применяя формулу (11) 
для всех слоев получим рекуррентное соотноше-
ние: 
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или компактнее: 

1cScM Σ= . (13) 
При помощи уравнений (10) и (13) можно 

рассчитать 1c  и Mc . Далее из (7) и (8) можно 
найти дифрагированные лучи: 
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Проблема данного решения заключается в 
том, что при больших толщинах слоев матрица 

nF  становиться бесконечно большой для корней 

jz  с отрицательной мнимой частью [5]. Решение 
данной проблемы предложено в [6] и проанали-
зировано в [7]. Применим данный подход. 

 
Корректное решение для толстых слоев. 
Отсортируем корни дисперсионного урав-

нения (3) jz  по уменьшению мнимой части 
(корней с положительной и отрицательными 
мнимыми частями одинаковое количество [6]) и 
разобьем матрицы mS  и mF  размера [4N*4N] в 
(11) соответственно на матрицы размера [2N*2N] 
и матрицу mc  [4N*1] на две [2N*1]: 
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Тогда можно записать, что: 
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где  
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Или так: 
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где  
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Применяя уравнения (19) последовательно 

для всех слоев начиная от поверхности (для пер-
вого слоя IWW == 22

1
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учитывая граничные условия (10) можно найти: 
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Подставив полученные  1c  и Mc  в уравне-
ния (14) и (15) можно определить все компонен-
ты дифрагированных лучей (нулевые элементы в 
матрицах zyx

upE ,,  и zyx
dwnE ,,  представляют собой 

соответственно отраженный и прошедший лучи). 
Данный подход лишен проблем с толстыми 

слоями, поскольку матрица содержащая возрас-
тающие экспоненты −

MF  везде фигурирует в 
инвертированном виде. 

 
Моделирование карт обратного про-

странства. 
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Рис.1. Ход 
лучей на 
поверхно-
сти струк-
туры со-
стоящей из 
слоев из 
двух раз-
личных 
материалов. 
 

Приведенный выше метод рассчитывает все 
волны выходящие из кристалла без учета их на-
правления. Посему для моделирования реального 
эксперимента с конечным детектором необходим 
дополнительный расчет направления дифрагиро-
ванных лучей. 

На рис. 1 представлена схема, поясняющая 
дифракцию лучей в многослойной структуре, 
состоящей из двух различных материалов. 

Вектора 0K
r

 и hK
r

 - соответственно па-
дающий и дифрагированный лучи, О и О’ – точ-
ки начала падающего луча (центры окружностей 
с радиусами К) для сплошных и пунктирных ли-
ний соответственно, Sh

r
 и Lh
r

 - вектора обратной 
решетки подложки и слоя в воздухе, вдоль пря-
мой LM наблюдается сателитная структура кар-
тины дифракции. Если слои абсолютно напряже-
ны, прямая LM будет параллельна нормали nr , 
если абсолютно релаксированы – параллельна 
вектору Sh

r
 (тогда вектора Sh

r
 и Lh

r
 коллинеар-

ны). На рис. 1 изображен случай частично релак-
сированных слоев. 

Пусть координаты концов векторов Sh
r

 

),,( zsysxs hhh ′  и Lh
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 ),,( zlylxl hhh ′  ( zsh′  и zlh′  - 
пересчитанные для воздуха), начала и конца век-
тора hK

r
 ),,( zyx KKK  и ),,( hhh zyx . Тогда 

конец вектора hK
r

 будет находиться из условия 
нахождения этой точки на сфере с центром в 
точке О и радиусом К, а так же прямой LM: 
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1)()()( 222 =−+−+− zhyhxh KzKyKx  
Решениями этой системы будут два корня, 

из которых выбирается наиболее близкий к кон-
цу дифрагированного от подложки вектора. Та-
ким образом можно найти направление вектора 

hK
r

 от структуры для данного угла падения. 
Поскольку ω-скан для плосковолновой ди-

намической теории представляет собой δ-

функцию (монохроматическая волна и никакой 
угловой расходимости), необходимо вводить 
некоторую аппаратную функцию – например 
Гамма-функцию, функцию Лоренца или просто 
прямоугольную щель. Для построения карты 
обратного пространства проводится анализ: по-
падает ли угол между проекцией дифрагирован-
ного луча в плоскость дифракции и положением 
детектора (однозначно определяется из условия 
связанного ω/2θ сканирования) в аппаратную 
функцию. Если попадает – выводиться рассчита-
на для данного угла падения интенсивность, если 
нет – ноль. На рис. 2 представлена эксперимен-
тальная карта для рефлекса 113 8-слойной сверх-
решетки InGaAs/GaAs. На рис. 3 – промоделиро-
ванная описанным выше методом полностью 
напряженная такая же структура.  

 
Рис. 2. Экспериментальная карта. 
 

 
Рис. 3. Рассчитанная карта 
 
Выводы. 
Предложенный метод позволяет рассчиты-

вать карты обратного пространства от много-
слойных структур с произвольными напряже-
ниями и локальными разориентациями в слоях. 

Рассчитать карту обратного пространства 
предложенным методом можно и на базе любого 
плосковолнового подхода - просто надо спроек-
тировать на плоскость дифракции все вектора в 
системе, однако правомерность такого подхода 
необходимо анализировать в каждом случае от-
дельно. Использование описанного выше трех-
мерного алгоритма моделирования дифракции 
избавляет от лишних операций и гарантирует 
правильность расчета для планарных структур. 

Поскольку алгоритм расчета взаимодейст-
вия рентгеновских лучей с структурой является 
многолучевым, описанным в выше методом 
можно смоделировать карту обратного про-
странства в случае одновременной дифракции 
нескольких лучей. Однако данная задача выхо-

151



дит за рамки данных тезисов и, возможно, будет 
реализована в дальнейшем. 

Учет влияния неидеальностей в плоскости 
структуры в данной модели пока невозможен. 
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